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 دمة : مق

يعتبر التحليل الرياضي أحد أهم فروع الرياضيات ، حيث تعتمد على مبادئه باقي فروعها كالجبر الخطي ، 

عليها في  الذندسة ، الرياضيات التطبيقية ، بحوث العمليات و الاحصاء و الاحتمالات . كما أن تطبيقاته لا غتٌ

، العلوم الجيولوجية و الفضائية و خاصة العلوم  ةلوم  البيولوجيالعلوم الفيزيائية ، الكيميائية ، العلوم الطبية ،الع

 الاقتصادية والدالية .

فالاقتصاد الحديث يتطلب الالدام بكل جوانب الرياضيات بما فيها الدبادئ الأساسية في التحليل الرياضي ، 

تطبيقية في هذا الجانب خير وحصول أغلب الباحثين الاقتصاديين الدتخصصين في الاقتصاد القياسي والرياضيات ال

 . في علم الاقتصاد و الدالية  تحليل الرياضيدليل على أهمية الرياضيات و مبادئ ال

ساسية في فتخصص الطالب في العلوم الاقتصادية يتطلب و يتوجب منه التوفر و امتلاك الشروط الأ

د  م  هذ  الدطبوعة تقدم  أساسيات الرياضيات و التي نجدها عموما في فرع التحليل الرياضي . لذذا كان الذ

مبادئ التحليل الرياضي لطلاب السنة الأولى في العلوم الاقتصادية. لتكون لذم سند و دعم في فهم باقي الدروس 

التقنية و التي لذا علاقة بالرياضيات خلال مشوارهم الدراسي . فنجد على سبيل الدثال أن الاقتصاد الجزئي يتطلب 

ال الكلية الاشتقاق و التكامل حتى يتم الانتقال مثلا م  الدوال الحدية للتكاليف والانتاج الى الدو  الإلدام بمفاهيم

للتكاليف و الانتاج م  خلال التكامل و الرجوع عكسا م  خلال الاشتقاق . كما أن الرياضيات الدالية تعتمد 

 بصورة كبيرة على فهم الدتتاليات و السلاسل العددية  .

( فصول أساسية ، كل فصل يتبع 27) سبعةنا تقسيم هذ  الدطبوعة في التحليل الرياضي الى لذذا ارتأي

بسلسلة تماري  متعلقة به ، فصول تتميز بالبساطة و العمق في أن واحد و البرهان حينما نرا  متطلبا حتى يتستٌ 

   للطالب الفهم سريعا .
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حيث تم التعرض فيه خاصة لخاصية التقارب و كان عبارة ع  مدخل للمتتاليات العددية   الفصل الأول

 التباعد للمتتاليات العددية بالإضافة للمتتاليات الحسابية و الذندسية .

تم التعرض للسلاسل العددية و التي تعتبر كتتمة للفصل السابق حيث تم التعرض لأهم الفصل الثاني 

 سلاسل ريمان ، كوشي و سلاسل بارتروند . السلاسل العددية وخاصية تقاربها بدءا م  السلسلة الذندسية ،

فكان عبارة ع  دراسة  الفصل الرابعتم التطرق للتوابع الدستمرة و النهايات ، أما  الفصل الثالثفي 

 الاشتقاق و أهم القواعد الدتعلقة به .

أن  .علماكان لابد م  عرض أهم القوانين الدتعلقة بالتكامل و حساب الدوال الأصلية الفصل الخامس 

كل فصل مرفق بمجموعة م  التماري  التطبيقية . وحتى يستفيد طلبتنا أكثر سو  نقوم بإصدار كتاب يدعم هذ  

  الدطبوعة ويكملها ، كما سو  نقوم باتباعها بمطبوعة لبرنامج الفصل الثاني تتناول موضوع الجبر الخطي .

 . رضنا للدالة اللوغاريتمية و أهم مميزاتهاتعو الفصل السابع  تناولنا فيه الدالة الأسيةالفصل السادس 
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I. تعاريف  : 

 ونكتب : Ϝنحو لرموعة الوصول  Εم  لرموعة البدء  1: الدتتالية هي كل تطبيق 1 تعريف .1

𝕌 Ε   Ϝ 

  𝕌    

 ملاحظة : 

 Ε  لرموعة الأعداد الطبيعية(.  )    

  اذا كانتϜ 𝕌نقول أن الدتتالية    
 

 متتالية عددية . 

  حدود الدتتالية    نسمي𝕌. 

  مؤشر حدود الدتتالية   نسمي𝕌. 

 : يمك  اعتبار الأعداد الفردية متتالية عددية معرفة كما يلي : مثال

𝕌      
                                                              

𝕌
 
   𝕌

 
   𝕌

 
   𝕌

 
  …… 

 جية متتالية عددية معرفة كما يلي :يمك  اعتبار الأعداد الزو 

𝕌       
              

𝕌
 
   𝕌

 
   𝕌

 
   𝕌

 
      

 

 هناك طريقتان لتعريف متتالية عددية ::  2تعريف  .2

                                                           

1
 Ϝ له صورة واحدة في لرموعة الوصول  Ε التطبيق كل عنصر م  البدء  
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 نقول أن الدتتالية  التعريف الصريح :𝕌
 

 :  ونكتب  معرفة تعريفا صريحا اذا كانت بدلالة الدؤِشر  

     𝕌       

   : مثال 

𝕌        𝕌      𝕌  √      

  التعريف بالتراجع : نقول عن المتتالية𝕌   : أنها معرفة بعلاقة تراجعية اذا وفقط اذا كان 

             𝕌     (𝕌     ) 

 .    : درجة العلاقة التًاجعية مع العلم أن    حيث 

   𝕌      𝕌نكتب :       ن اذا كا

 :  (1) مثال

,
𝕌   

𝕌    √𝕌   
 {

𝕌  √𝕌   

𝕌  √𝕌   

𝕌  √𝕌   

 

 : (2) مثال

    

{
𝕌   

𝕌    𝕌   
 {

𝕌  𝕌         
𝕌  𝕌         
𝕌  𝕌         

 

II. )اتجاه تغيرات متتالية عددية :)دراسة رتابة متتالية 

، في هذ  الحالة نقوم        𝕌     معرفة بالصيغة الصريحة :   𝕌 اذا كانتتعريف :  .1

 . حينئذ نقول أن :      بدراسة تغيرات الدالة 

 𝕌        أو           نمتزايدة اذا كا     أو         . 

 𝕌        أو           نمتناقصة اذا كا     أو         . 
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 𝕌        أو           نثابتة اذا كا     أو         . 

 كما يلي :   𝕌 نعر  الدتتاليةمثال : 

{
𝕌   

𝕌         
 

 ؟  𝕌أدرس رتابة 

                :  نضع

                    ,
   
   

 

                 
 

 
 

                 
 

 
 

                 
 

 
 

 (
 

 
)      

𝕌  تماما متزايدة              . 

𝕌   مناقصة تماما             . 

𝕌   ثابتة             . 

حينئذ نقوم  𝕌     (𝕌     )معرفة م  خلال العلاقة التًاجعية    𝕌 اذا كانت: تعريف  .2

𝕌  بدراسة اشارة الدقدار
   

 𝕌  : ونقول أن 

 𝕌  نمتزايدة اذا كا  :      𝕌    𝕌     𝕌    𝕌   

 𝕌  نمتزايدة تماما اذا كا  :      𝕌    𝕌     𝕌    𝕌  

 𝕌  نمتناقصة اذا كا  :      𝕌    𝕌     𝕌    𝕌  

 𝕌  نمتناقصة تماما  اذا كا  :      𝕌    𝕌     𝕌    𝕌  
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 كما يلي :   𝕌 نعر  الدتتاليةمثال : 

{
𝕌   

𝕌    𝕌 
  𝕌   

 

     𝕌    𝕌  𝕌 
  𝕌    𝕌   𝕌      

      𝕌    𝕌    

 متزايدة .  𝕌اذن 

III.  المحدودة:المتتاليات 

 تعريف :  .1

  أنها لزدودة م  الأعلى ب    نقول ع  الدتتاليةM  : 

     𝕌    

  ب  أنها لزدودة م  الأسفل   نقول ع  الدتتاليةm  : 

     𝕌    

  نقول ع  الدتتالية𝕌  اذا وفقط اذا كان :  أنها لزدودة 

       𝕌    |𝕌 |    

 كما يلي :   𝕌 نعر  الدتتالية:  سابق مثال

{
𝕌   

𝕌         
 

 : نجد أن             دراسة تغيرات الدالة م  خلال 

     𝕌    و  (
 

 
)      

      𝕌                                                 اذن :

 .   لزدودة م  الأسفل ب  𝕌:   نقول حينئذ أن
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IV.  تقارب و تباعد متتالية : 

 ونكتب :     أنها متقاربة اذا كانت تقبل نهاية   𝕌نقول ع  متتالية تعريف :  .1

𝕌  متقاربة         𝕌    

 أو نكتب : 

𝕌  متقاربة                        |𝕌   |     

 𝕌   ليست متقاربة  𝕌   متباعدة 

 𝕌   متقاربة .     متزايدة و لزدودة م  الأعلى 

 𝕌   متناقصة و لزدودة م  الأسفل  𝕌  . متقاربة 

 الية معرفة بالعلاقة التًاجعية التالية : متت  𝕌لتك  مثال : 

,
𝕌   

𝕌    √ 𝕌   
 

 . متقاربة ثم أحسب نهايتها  Unأثبت أن 

 : لدينا  الحل

𝕌    𝕌  √ 𝕌    𝕌  
 𝕌    𝕌 

 

√ 𝕌    𝕌 

 
  𝕌     

√ 𝕌    𝕌 

 

    𝕌     √ 𝕌      √ 𝕌    𝕌:  لدينا      

 𝕌    𝕌    

𝕌
 

 متناقصة . 

 𝕌
 

𝕌       𝕌 ،  2متناقصة و لزدودة م  الأسفل ب  
 

 متقاربة . 
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𝕌
 

    𝕌           𝕌         متقاربة  

                      √     

                                     

    

 :  0مثال 

{
𝕌    

𝕌    𝕌 
    𝕌    

 

𝕌    𝕌  𝕌 
    𝕌     𝕌  𝕌 

    𝕌      𝕌         

 متزايدة .   𝕌اذن  

    𝕌           𝕌         متقاربة  Unنفرض أن 

                           

 متباعدة .  𝕌  مرفوض      متزايدة    و       لك  

 :  خواص .0

  حيث :    الدتتالية    و    نسمي لرموع متتاليتين عدديتين   𝕌    . 

 حيث :    الدتتالية    و    متتاليتين عدديتين  نسمي ضرب   𝕌    . 

 ناذا كا        𝕌     فان             و           . 

 ناذا كا        𝕌     فان             و           . 

  وكانت  2متقاربة نحو    اذا كانت|𝕌 |  .2متقاربة نحو   𝕌فان  |  | 

حيث متتاليتين متقاربتين .   و   𝕌 ت:اذا كان بعض العمليات على المتتاليات المتقاربة .3

  𝕌       و   𝕌      : فان 

        𝕌    و                             . 
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        𝕌    و                             . 

        𝕌            𝕌         . 

        𝕌           |𝕌 |  | |. 

        𝕌           
 

𝕌 
 

 

 
      

        𝕌    و                     
𝕌 

  
 

 

  
       

      𝕌    . 

 :  مثال

,
𝕌   

𝕌    √ 𝕌    
 

  إذا كانت𝕌   متقاربة، أحسب نهايتها . 

    : بره  بالتًاجع على أنه      𝕌     

  أثبت أنUn متزايدة ثم استنتج تقاربها؟ 

}                     نضع:
   √ 𝕌     

 

 

   √ 𝕌     
 

   

 

 

   و    أحسب نهاية 

      𝕌         𝕌         متقاربة   𝕌 الحل:

   √                    

{
 
 

 
 
   

  √  

 

   
  √  

 

 

  ومنه فان :          √  مرفوض لأن    
  √  
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 فانه اذا كان :  متعلقة بالعدد الطبيعي  P(n)اذا كانت لدينا قضية : تذكير بالبرهان بالتراجع 

       صحيحة  

          صحيحة    صحيحة       

    ية صحيحة م  أجل قض P(n)نقول حينئذ أن القضية 

    : اثبات أن      𝕌    
  √  

 
 

  𝕌                                                 نضع :
  √  

 
 

    𝕌         صحيحة       :    م  أجل 
  √  

 
  

  𝕌     نفرض أن 
  √  

 
    𝕌        صحيحة ونبره  أن  

  √  

 
 . 

𝕌  
  √  

 
  𝕌   (

  √  

 
)   𝕌      (

  √  

 
)    

 √ 𝕌                    

 𝕌      
  √  

 
 

 صحيحة .    𝕌     اذن 

 : متزايدة   𝕌اثبات أن 

𝕌    𝕌  √ 𝕌     𝕌  
 𝕌     𝕌 

 

√ 𝕌     𝕌 

 

 𝕌 لندرس اشارة الدقدار
   𝕌       لأن√ 𝕌     𝕌    . 
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  √  

 
                                    √  

 
 

 ∞      𝕌  

- + + -  𝕌    𝕌  

 

  𝕌    : سابقا لدينا
  √  

 
  𝕌    𝕌    𝕌

 
 .متزايدة   

𝕌
 

    و متزايدة و لزدودة م  الأعلى 
  √  

 
 . فهي متقاربة 

                 √ 𝕌        
   

 

   
 

  √  

 
  . 

                 √ 𝕌        
   

 

 
 

  √  

 
     

             دالة متناقصة ، فان الدالة الدعرفة كما يلي :       اذا كانت الدالة  خاصية : 

 هي دالة متزايدة .

 الدعرفة كما يلي :  𝕌لتك  الدتتالية : مثال

{

𝕌   

𝕌    
 

  𝕌 

 

  أن اثبت     
 

   
 .]     [متناقصة على المجال   

  على المجال        أثبت]     [ . 

  ثم أثبت أنها متزايدة .     ، أعطي               نضع 

   نضع 

{
    

          
 

  بين أن   
√   

 
. 
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  متناقصة تماما على المجال   أن بين]     [. 

  و    استنتج تقارب 
 

. 

     الحل : 
 

   
 {  }   هو   لرال تعريف   

      {  }       
  

      
   

 . ]     [متناقصة تماما على المجال      اذن 

 

{
   

    
      

 متناقصة      
    ]     [         

                 (    )موجودة. 

      
 

      
 

 

  
 

   

 
   

   
 

 تكون متزايدة .             متناقصة فان   م  الخاصية السابقة : اذا كانت 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                    -1 x 

+       
 

      
 

                                                           1 

  

 

0 
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        اثبات أن : 
√   

 
 

          بالبرهان بالتًاجع نجد : 
√   

 
 .    م  أجل  صحيحيه 

             أن نفرض 
√   

 
 صحيحة ونبره  أن 

                  
√   

 
 صحيحة . 

     متزايدة   
 
    

√   

 
   لأن   

√   

 
 

  (
√   

 
)   ( (

√   

 
))   (

 

  √ 
)  

 

  
 

  √ 

 
  √ 

  √ 

 
(  √ )(  √ )

   
 

√   

 
 

      
√   

 
 

        اذن 
√   

 
 . 

 
 

            متناقصة 

        
    

    
    

   
      

    
 

 

 

 

 

 .متناقصة تماما   

                      √   

 
                           -1 x 

 

- 

 

+               

w 
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   √ متناقصة تماما و لزدودة م  الأسفل ب   

 
 . فهي متقاربة 

 𝕌    𝕌  
  𝕌 

  𝕌    

𝕌   
و     𝕌    

 فهي متقاربة . 2متناقصة و لزدودة م  الأسفل ب   𝕌اذن 

              𝕌  
√   

 
. 

V.  الحسابية:المتتاليات 

 حسابية اذا كان : أنها    و الأساس  𝕌 ذات الحد  𝕌ع  متتالية  نقولتعريف :  .1

     𝕌    𝕌    𝕌    𝕌    
 : 2مثال

{
𝕌   

𝕌    𝕌   
 

  𝕌  وحدها الأول    أساسها  متتالية حسابية  𝕌    (𝕌  تمثل متتالية الأعداد الطبيعية. ) 

 :  2مثال 

{
𝕌   

𝕌    𝕌   
 

  𝕌  ولوحدها الأ    أساسها  متتالية حسابية  𝕌    (𝕌  الزوجية تمثل متتالية الأعداد. ) 

 فان :    و الأساس  𝕌 الحد متتالية حسابية ذات  𝕌تغيرات متتالية حسابية : اذا كانت  .2

 𝕌  متزايدة(متزايدة تماما(            . 

 𝕌  متناقصة(تماما ناقصةمت(            . 

 𝕌  ثابتة      . 

يعطى    𝕌 فان حدها العام   و الأساس  𝕌 متتالية حسابية ذات الحد  𝕌اذا كانت : عبارة الحد العام  .3

 .      𝕌  𝕌كما يلي : 
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 البرهان 

𝕌  𝕌    
𝕌  𝕌    
𝕌  𝕌    
                     
𝕌    𝕌      
𝕌  𝕌      

            ⏟              𝕌  𝕌بالجمع طر  لطر  نجد : 
 

  

 𝕌  𝕌     

لذا فانه سو    𝕌 حد م  حدود الدتتالية الحسابية  𝕌 : ليك   عبارة الحد العام بدلالة الحد  1.3

 يكتب كما يلي : 

𝕌
 
 𝕌                

𝕌  𝕌                 
        𝕌  𝕌

 
         𝕌  𝕌

 
         

 :  مثال

{
𝕌   

𝕌    𝕌   
 

  أحسب الحدود𝕌   ،𝕌   ،𝕌 . 

 أكتب عبارة الحد العام بدلالة الحد الأول و الحد الثالث . 

    𝕌 لأولوحدها ا     متتالية حسابية أساسها  𝕌الحل : 

{

𝕌  𝕌         

𝕌  𝕌         

𝕌  𝕌         
 

           𝕌  𝕌عبارة الحد العام : 
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 عبارة الحد العام بدلالة الحد الثالث :

 𝕌  𝕌
 
         𝕌               

 أحسب أساسها علما أن :  متتالية حسابية  𝕌: اذا كان مثال 

{
𝕌   
𝕌   

 

𝕌  𝕌           
𝕌  𝕌 

   
 

   

   
    

 

𝕌: اذا كانت  مجموع حدود متتالية حسابية .4
 

   فان لرموع حدودها   متتالية حسابية ذات الأساس  

 يعطى كما يلي :

       𝕌  𝕌  𝕌      𝕌
 
  

   

 
  𝕌  𝕌

 
  

        𝕌       

 يمثل عدد الحدود .      حيث 

 البرهان : 

       𝕌  𝕌  𝕌      𝕌
 
 

   𝕌   𝕌      𝕌       𝕌           𝕌
 
     

    𝕌  𝕌      𝕌                    

        𝕌                

        𝕌    
   

 
   

   
     

 
  𝕌      

   

 
[𝕌  𝕌

 
] 
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    𝕌و الحد الأول      حد للمتتالية الحسابية ذات الأساس  222: أحسب لرموع مثال 

  𝕌         𝕌   
    

 
 𝕌  𝕌    

  
   

 
                   

VI. الهندسيةتتاليات الم:  

𝕌نقول ع  تعريف :  .1
 

 اذا كانت م  الشكل :   أنها متتالية هندسية ذات أساس  

     𝕌    𝕌
 
   

𝕌   

𝕌
 

   

𝕌أساس الدتتالية الذندسية   نسمي
 

 . 

𝕌: لتك  مثال 
 

 : متتالية معرفة كما يلي 

,
𝕌   

𝕌    𝕌
 
 √ 

 

  𝕌
 

 .   √   و أساسها      متتالية هندسية حدها الأول 

𝕌دراسة رتابة  .2
 

𝕌: اذا كانت  
 

 :  ه اذا كانفان    𝕌 حدها الأولو     أساسها متتالية هندسية 

o      𝕌
 

 متزايدة تماما . 

o        𝕌
 

 متناقصة تماما . 

o      𝕌
 

 . ثابتة 

o يمك  ملاحظة أن     ا كان اذ𝕌
 
 𝕌       لك 𝕌

 
 𝕌        فيمك

𝕌(زوجي فان   )الحد   نبره  بالتًاجع أنه اذا كان أن 
 
فردي فان   أما اذا كان    

𝕌
 
 . في هذ  الحالة لا يوجد معتٌ لتغيراتها .   

 فان :     𝕌اذا كان  أما
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o      𝕌
 

 تماما . اقصةمتن 

o        𝕌
 

 متزايدة تماما . 

𝕌 اذا كانت : الحد العام .3
 

فان عبارة الحد العام تعطى  ،   𝕌و الحد الأول   متتالية هندسية ذات أساس  

 كما يلي :

      𝕌
 
 𝕌     

 البرهان : 
𝕌  𝕌    
𝕌  𝕌    
𝕌  𝕌    
                     
𝕌    𝕌      
𝕌  𝕌      

 طر  لطر  نجد : لضرببا
 𝕌  𝕌  𝕌    𝕌  𝕌  𝕌  𝕌  𝕌    𝕌              

 𝕌  𝕌   ∑   
  𝕌     

 
𝕌ت : اذا كان pكتابة الحد العام بدلالة الحد  2.3

 
 فان :،   𝕌و الحد الأول   متتالية هندسية ذات أساس  

𝕌  𝕌              
𝕌  𝕌              
   

   
 

𝕌 

𝕌 
 

  

  
              𝕌  𝕌         

𝕌انت اذا كحدود متتالية هندسية : لرموع  .4
 

فان عبارة ،   𝕌و الحد الأول   متتالية هندسية ذات أساس  
 : تعطى كما يلي   المجموع 

       𝕌  𝕌  𝕌      𝕌
 
 𝕌 

      

   
 

 البرهان : 
  𝕌  𝕌  𝕌      𝕌

 
 𝕌  𝕌    𝕌        𝕌     
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   𝕌                    
     𝕌                       
     𝕌                   ⏟                    

 

 𝕌  𝕌       

   𝕌 

      

   
 

𝕌اذا كانت :  خاصية
 

 فان :   𝕌 الأول و الحد  ساس الأمتتالية هندسية ذات  

       𝕌  𝕌  𝕌      𝕌
 
 {

      𝕌             

𝕌 

      

   
          

 

𝕌:  مثال
 

 .    𝕌 و الحد الأول     ساس الأمتتالية هندسية ذات  

 حد الأولى . 222أحسب لرموع 

  𝕌  𝕌  𝕌      𝕌
  

=𝕌 
       

   
  

       

    
 

 

 
      -1) 

𝕌اذا كانت : نهاية متتالية هندسية  .5
 

    𝕌 و الحد الأول    ساس الأمتتالية هندسية ذات  

 فانه:

  فان     اذا كان   
   

𝕌     

  فان        اذا كان   
   

𝕌    

 فان      ان اذا ك𝕌  متباعدة 

VII. المتتالية الحسابية والهندسية في آن واحد: 

 أنها حسابية وهندسية إذا كانت م  الشكل:   نقول ع  الدتتالية 

      𝕌     𝕌                                  و          ، 

}                                           مثال:   
𝕌             

𝕌     𝕌   
                                    

 𝕌  .حسابية، هندسية 
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 لدراسة هذا النوع م  الدتتاليات نعتبر عادة متتالية مساعدة ولتك  هندسية.

,                                                          :      مثال: 
𝕌   

𝕌    
 

 
𝕌   

 

                          𝕌                                                 :          عتبرت

      𝕌           :                                                         نلاحظ أن

                                                    
 

 
𝕌      

                        
 

 
𝕌    

 

 
 𝕌     

 

 
   

 

  هندسية أساسها       
 

 
 

(  
 

 
  )                            

   
   

𝕌     
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 تتاليات العددية:تمارين الم

 متتالية عددية معرفة كما يلي:   : التمرين الأول

{
                                   

                     
 

 متتالية ثابتة     حتى تكون  αعين قيمة الثابت الحقيقي  .2

αم  أجل  .0    : 

𝕌نعتبر الدتتالية 
 

       𝕌لي:                    الدعرفة كما ي 

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول   أثبت أن  .أ 

𝕌أكتب عبارتين  .ب 
 

 nبدلالة    و  

  و   𝕌  𝕌          𝕌   أحسب المجموع  .ج 
                

𝕌: التمرين الثاني
 

 ية معرفة كما يلي:متتال 

{

𝕌   

𝕌    
  

  𝕌 

 

   𝕌و   𝕌و   𝕌أحسب  .2

           𝕌         بره  أن:   .0

 ، ثم استنتج طبيعتها  𝕌 أدرس رتابة   .3

  𝕌      أحسب .4
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 اجعية التالية:متتالية معرفة م  خلال العلاقة التً    لتك  : النمرين الثالث

{

𝕌   

𝕌     𝕌 
  

 

 

 

 متقاربة ثم أحسب نهايتها     𝕌   أثبت أن  -

 متتالية معرفة م  خلال العلاقة التًاجعية التالية:    لتك  : التمرين الرابع

{
𝕌  

 

 
𝕌      𝕌       

 

    𝕌  بين أنه  .2

 رتيبة تماما      𝕌  أن  أثبت  .0

 ثم حدد نهايتها   𝕌 أدرس تقارب  .3

 متتالية معرفة كما يلي:  𝕌لتك   : التمرين الخامس

𝕌    
 

 
𝕌    

 ثم تحقق م  رتابتها،     𝕌فإن     فإنه م  أجل      أثبت أنه إذا كان  .2

 ثم حدد نهايتها   𝕌 أدرس طبيعة الدتتالية  .0

      𝕌   نضع:   .3

  متتالية هندسية أساسها    أثبت أن  -
 

 
 

  𝕌و  nبدلالة   𝕌أكتب   -

∑       أحسب   -
𝕌 
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 متتاليتان معرفتان كما يلي:     و    𝕌  :التمرين السادس

                     ,
     

     
𝕌     

 

,وَ            
𝕌   

𝕌    
𝕌     

 

    

 :Nم   nنضع لكل  

      𝕌  

 متتالية هندسية ثم عين أساسها وحدها الأول     بين أن  .2

         ثم استنتج  nبدلالة    أحسب  .0

 متتالية متناقصة      متتالية متزايدة و أن    𝕌 أن بين   .3

 متقاربتان     و    𝕌 استنتج أن  .4

      𝕌                                     نضع:  .5

 متتالية ثابتة   بين أن  .أ 

    و    استنتج نهاية كل م   .ب 

   و    ماذا نقول ع    .ج 

 متتالية معرفة كما يلي:  𝕌 التمرين السابع:

{

𝕌   

𝕌    
 𝕌 

 𝕌   

 

 معرفة بــــــــ:   و 

   
 

 𝕌 
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متتالية حسابية لزددا أساساها و حدها الأول، ثم أكتب عبارة          ثم بره  أن   أحسب  .2

 nبدلالة   𝕌ثم أكتب    لــــــ  العامالحد 

                  أحسب   .0
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 حلول تمارين المتتاليات العددية:

 : التمرين الأول 

{
                                   

                     
 

                         متتالية ثابتة      .2

         

                                            
 

 
   

0.                                   𝕌       

    𝕌       متتالية هندسية   𝕌 .أ 

  𝕌              

 
    

 
   

 

 
   

 

 
 

 

 
          

     𝕌   متتالية هندسية أساسها  
 

 
              وحدها الأول   

)       𝕌  𝕌 .ب 
 

 
)
 
 (

 

 
)
 

                   

   𝕌    (
 

 
)
 
    

  𝕌                        .ج 
    

   
 

(
 
 
)
 
  

 
 
  

 
  (

 
 
)
 
  

 
 

    𝕌      𝕌               𝕌       

              
 (

 
 )
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 التمرين الثاني:  

{

𝕌                                

𝕌    
  

  𝕌 
                

 

 

1. 𝕌  
  

   
 

  

 
   ; 𝕌  

  

  
 

 

 
  

  
    ; 𝕌  

  

  
 

  

 
   

  
            

           𝕌            :  لنبره  بالتًاجع أن  .2

       𝕌      صحيحة              

      𝕌     ة( صحيح)    )         𝕌       نفرض أن:    )صحيحة؟  

𝕌       𝕌      

     
 

  𝕌 
 

 

 
 

 
  

  𝕌 
  

 

 
    

              𝕌   صحيحة   

     𝕌أي:       

3.     𝕌    𝕌  
  

  𝕌 
 𝕌  

    𝕌  𝕌 
 

  𝕌 
      

   𝕌      لأن𝕌      ندرس إشارة 𝕌 
   𝕌    
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{
𝕌 

  
   √ 

 
مرفوض  

𝕌 
  

√   

 
     

  

  𝕌          لنبره  بالتًاجع أنه:                  
√   

 
  

    𝕌      لزققة                         
√   

 
  

    𝕌           لزققة      لنبره  أن:  
√   

 
  𝕌           صحيحة       

√   

 
  

𝕌  
√   

 
   𝕌       

 

  𝕌 
       

 
  

  𝕌 
        

  𝕌إذن:  
√   

 
 متناقصة  𝕌  صحيحة  

        𝕌  
√   

 
 متقاربة     متناقصة  

4. 𝕌   متقاربة            𝕌          𝕌    

   
  

   
           

  

{
 
 

 
 
  

   √ 

 

  
√   

 

 

    
   

𝕌  
√   

 
 

 

                √ 

 
                           √   

 
                  

  +   
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 :التمرين الثالث

{

𝕌   

𝕌     𝕌 
  

 

 

 

 : 𝕌لندرس رتابة 

𝕌    𝕌   𝕌 
  𝕌  

 

 
  

          (
 

 
)    𝕌  

 
  

 
 

 𝕌    𝕌    𝕌  
 

 
     

   𝕌  متزايدة 

  𝕌                        لنبره  بالتًاجع أنه: 
 

 
   

    𝕌                               لزققة     
 

 
    

    𝕌  )لزققة(: ه  أن لنبر 
 

 
  𝕌     لزققة  

 

 
     

𝕌  
 

 
 𝕌 

  
 

  
  

                       𝕌 
  

 

 
  𝕌 

  
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 𝕌    
 

 
  

 𝕌   متزايدة ولزدودة م  الأعلى بـــــــ 

 
 فهي متقاربة  

 𝕌  اربة متق                       𝕌        𝕌      
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 :  التمرين الرابع

{
𝕌     

𝕌     𝕌       
    

 لنبين بالتًاجع أنه :  (1

          𝕌    

 نضع : 

        𝕌    

 :     : م  أجل 

          لزققة 
 

 
     

 : نفرض أن 

          𝕌     لزققة               𝕌       لزققة 

  𝕌      𝕌         𝕌        
    𝕌          
   𝕌      

 :اذن 

          𝕌    
𝕌    𝕌   𝕌        𝕌   𝕌       𝕌     
  𝕌     𝕌     
   𝕌    𝕌    𝕌    
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 . رتيبة  𝕌اذن 

 𝕌   فهي متقاربة . 2متناقصة تماما و لزدودة م  الأسفل ب 

 𝕌   متقاربة        𝕌            𝕌   

            
 مرفوض       أو                                

   لأن )  
 

 
 ( متناقصة  𝕌  و 

     
 التمرين الخامس : 

𝕌    
 

 
𝕌    

           : فان      لنبين بالتًاجع أنه اذا كان  ( 

                                      :     م  أجل 

 لزققة .     اذن 

  :                صحة القضية : . ونبرهلزققة  :          نفرض أن 

     
 

 
     

 

 
              

          . 

 𝕌    𝕌  
 

 
          

 

 
   

    

 
          

 . متزايدة   اذن 

 . فهي متقاربة        0 متزايدة و لزدودة م  الأسفل ب     (0

   𝕌            𝕌        قاربة مت   
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 )         

              هندسية   

            
 

 
       

 

 
     

 

 
     ⏟    

  

  

  أساسها   متتالية هندسية   اذن 
 

 
 . 

 :  بارة الحد العامع

            (
 

 
)
 

 

            (
 

 
)
 

          (
 

 
)
 

   

    ∑
  

 

 
       ∑

    

 

 
       ∑

  

 

 
    

      

 
 

=      
 

 
*   

    

   
+

⏟            
 

    
   

      

 
   

 :السادسالتمرين 

,
     

     
𝕌     

 

,وَ            
𝕌   

𝕌    
𝕌     

 

  ; 

      𝕌  

 

            هندسية    (2

    =     𝕌    
𝕌     

 
 

𝕌     

 
 

  𝕌         𝕌      

  
 

   𝕌 

  
 

      
 

  
   

   متتالية هندسية  أساسها   اذن 
 

  
 : وحدها الأول 

      𝕌          
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 عبارة الحد العام : (0

       
     (

 

  
)
 

    
   

           
 

  
    

    و    رتابة  (3

𝕌    𝕌  
𝕌     

 
 𝕌  

𝕌       𝕌 

 
 

 

 
    𝕌   

 

 
   

𝕌    𝕌  
 

 
    (

 

  
)
 

        

 𝕌  . متزايدة تماما 

        
𝕌     

 
    

𝕌         

 
=  

 
    𝕌  =- 

 
     

𝕌  . متناقصة تماما 

            𝕌       𝕌        
 اذن : 

                              
 متناقصة .   و  زايدةمت   لأن 

فهي     و لزدودة م  الأسفل ب    و.  فهي متقاربة   ب  متزايدة و لزدودة م  الأعلى      

 . متقاربة

5)                   
      ثابتة                            

       

                     
    

   
         

   
     

   
      ;      

   
    

   
        

   
   

     بوضع 
   

      و   
   

  
 نجد :   
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,
         
      

             
   

        
   

 

  

 متناقصة.   و  متزايدة   

           
   

 .     و     

 التمرين السابع : 

{

    

     
   

     

 

 

   
 

  
 

 

   
 

  
 

 

 
 

                  متتالية حسابية     

     
 

    
 

         

   
   

 

  
      

    و حدها الأول    أساسها  متتالية حسابية       
 

 
 

         
 

 
    

    

 
 

   
 

  
 

  

    
 

2)    
   

 
        

   

 
(
     

 
). 
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I. لتك :   1تعريف  𝕌      :متتالية في لرموعة الأعداد الحقيقية نسمي  

 
 
 𝕌  𝕌  𝕌      𝕌

 
 ∑𝕌 

 

   

 

∑     نرمز عادة للسلسلة العددية ب .    𝕌 العام سلسلة عددية ذات الحد     𝕌     

 )نسمي 
 
 . الجزئية أيضا متتالية المجاميع (

∑. نسمي 2وحدها الأول   متتالية هندسية أساسها      𝕌: اذا كانت مثال     
 سلسلة    

 فهي : هندسية ، أما متتالية المجاميع الجزئية 

{
 
 

 
 

    
      

         

               

  

 أي :  ℝاو  ℝنهاية لزدودة في    سلة اذا قبلت السل:  0تعريف 

  ∑𝕌     
   

    

 

   

 

 أنها متقاربة ، و في الحالة العكسية نقول أنها متباعدة .    نقول حينئذ أن السلسلة ذات الحد العام 

∑: اذا كانت السلسلة نظرية  𝕌 
 
𝕌 متقاربة فان الدتتالية    

 
 . 2تتقارب نحو   

     متقاربة      :البرهان 
   

   ∑ 𝕌 
 
      

                              
   

     ∑ 𝕌   
 
        

 ∑ 𝕌 

 

   

 ∑𝕌   

 

   

       

    
   

(𝕌  𝕌  𝕌    𝕌
 
)-    

   
(𝕌  𝕌  𝕌    𝕌

   
)    

    
   

(𝕌
 
)    
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II.  شهيرةسلاسل:  

 .     𝕌  𝕌 نقول ع  سلسلة أنها هندسية اذا كان حدها العام م  الشكلالسلسلة الهندسية :  .2

)∑  : مثال 
 

 
)
 
   ∑      ∑ (

 

 
)
 

  

 نقول أن السلسلة ∑𝕌      متقاربة اذا كان أنها| |  حينئذ نكتب :   

∑𝕌    

 

   

 𝕌                𝕌  
 

   
 

)∑  مثال : اذا كان 
 

 
)
 

 

 ∑(
 

 
)
 

 

   

 
 

  
 
 

   

 ∑   : اذا كان
 

 
 (

 

 
)
 

  

 ∑ (
 

 
)(

 

 
)
  

   

  
 

 
 

 

  
 
 

 
 

 
 

فان السلسلة      𝕌     متتالية بحيث       Leibniz  : 𝕌سلسلة  .0

∑      𝕌      تدعى سلسلة بديلةAternée :  اذا تحققت فيها الشروط التالية 

{

        𝕌   

 𝕌   متتالية متناقصة   
      

   
(𝕌

 
)   

 

∑أن :  حينئذ نستطيع القول      𝕌     متقاربة . 

 : مثال 

  ∑      
 

   
  

  𝕌 نضع : 
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{
 
 

 
 

        𝕌   

 𝕌   متتالية متناقصة   

      
   

(
 

   
)   

 

 

      ∑  فان السلسلة :  Leibnizحسب خاصية 
 

   
 .متقاربة  

  :ريمانسلسلة  .3

αلتك   :تعريف  ∑   نقول ع  السلسلة     (
 

 
)

α
 
αأنها متقاربة اذا كان          . 

 مثال :

    ∑ (
 

 
)
 

 
     

𝕌  
 

  
 ; α      

∑   حسب ريمان فان :  (
 

 
)
 

 
 سلسلة متقاربة .    

∑لتك  رية : نظ 𝕌 
 
αمع  2تتقارب نحو   𝕌   سلسلة حقيقية ، اذا كانت        فان السلسلة    

∑ 𝕌 
 
 متقاربة .    

 : D’alembert خاصية .4

∑: لتك  تعريف  𝕌 
 
    سلسلة حقيقية حيث      

   
(|

𝕌   

𝕌 
|)  كان :  ذافا   

       ∑ 𝕌 
 
 متقاربة .     

       ∑ 𝕌 
 
 متباعدة .     

       .لا يمك  الحكم على طبيعتها 

∑   مثال : 
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  𝕌نضع : 
  

  
  

 |
𝕌   

𝕌 
|  |

    

      
  

  

|  |
    

      
 
  

  
|  |

 

   
|  

| |

   
 

    
    

(|
𝕌   

𝕌 
|)     

    

| |

   
   

∑    فان alembertحسب        
  

  
 
 .متقاربة     

∑  لتك :قاعدة كوشي  .5 𝕌 
 
 حيث : سلسلة حقيقية     

   
    

√|𝕌 |
 

    
    

|𝕌 |
      

 اذا كان :

       ∑ 𝕌 
 
 متقاربة .     

       ∑ 𝕌 
 
 متباعدة .     

       .لا يمك  الحكم على طبيعة السلسلة 

∑   مثال :  (
    

    
)
 

 
    

 :نضع 

𝕌   (    

    
)
 
 √|𝕌 |

 
 (

    

    
)     

    
√|𝕌 |
 

    
    

(
    

    
)  

 

 
   

    ∑ (
    

    
)
 

 
 متقاربة .     

 :  Riemenسلاسل ريمان  . 

∑ لتك : تعريف 
 

   
 
α حيث سلسلة حقيقية       ، اذا كان :   

       ∑
 

   
 
 سلسلة متقاربة .     

         ∑
 

   
 
 سلسلة متباعدة .     
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∑   مثال : 
 

√ 
 
    

   ∑
 

√ 

 

   

 ∑
 

    

 

   

 

    ريمان حسب 
 

 
 متباعدة .   فالسلسلة    

 : اذا كانت م  الشكل Bertrandنقول ع  سلسلة حقيقية انها م  عائلة  :  Bertrand سلاسل .7

   ∑
 

        

 

   

 

 اذا كان : 

      . السلسلة متقاربة 

          . السلسلة متباعدة 

  و     اذا كانβ  فان السلسلة متقاربة .   

  و     اذا كانβ  فان السلسلة متباعدة.   

∑ اذا كانت: نظرية  𝕌 
 
∑ و       

 
موجبة تماما    و   𝕌حدودها العامة و  حقيقتين سلسلتين    

 :  فان     𝕌بحيث 

 ∑   
 
∑  متقاربة      𝕌 

 
 . متقاربة    

 ∑   
 
∑   باعدةمت     𝕌 

 
 . باعدةمت    

∑   أدرس تقارب السلسلة التالية : مثال : 
 

          
 
∑لدينا السلسلة      

 

  
 
حسب  متقاربة     

 كما أن       ريمان لأن 

   
 

          
∑أن  مع العلم   

 

  
 
    متقاربة    

∑
 

          
 
 .متقاربة     
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 تمارين حول السلاسل العددية :

 أمك .السلاسل العددية ثم أحسب لرموع السلسلة الدتقاربة منها إذا  عين طبيعةتمرين : 

2)    ∑ (
 

 
)
 

 
    

0)    ∑
 

     
 
    

3)    ∑
        

√ 
 
    

4)    ∑    
    

5)    ∑  
 

  
 

 

  
  

    

6)    ∑
 

       
 
    

7)    ∑
     

  
 
    

8)    ∑
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 الحل:

2)    ∑ (
 

 
)
 

 
    

)لرموع سلسلة هندسية حدها الأول 
 

 
)
 
𝕢و أساسها      

 

 
∑إذن     (

 

 
)
 

 
 متقاربة.    

∑ (
 

 
)
 

   
 

  
 
 

 
 

   

 

   

 

0)  ∑
 

     
 
      𝕌  

 

        

   
   

𝕌     
   

 

     
     

                  ∑
 

     
 
 .متباعدة    

3) ∑
        

√ 
 
      𝕌  

        

√ 
 

                                            

           

√ 
 

 

√ 
                             

∑لك  
 

√ 
 
α ريمانمتباعدة )سلسلة       

 

 
  ) 

     ∑
        

√ 
 
 متباعدة.    

4) ∑    
    

      وأساسها      لرموع سلسلة هندسية حدها الأول 

∑إذن     
 
 متباعدة.    

5) ∑  
 

  
 

 

  
  

    

   
 
 ∑

 

  
 
    ∑

 

  
 
    

    عبارة ع  لرموع سلسلتين    
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  ∑

 

  
 
  و أساسها   لرموع سلسلة هندسية حدها الأول     

 

 
فهي    

∑  متقاربة 
 

  
 
      

 

  
 

 

   

    
  ∑

 

  
 
  أساسها   موع سلسلة هندسية حدها الأول لر    

 

 
فهي    

∑  متقاربة 
 

  
 
      

 

  
 

 

 
 

 
 

          ∑
 

  
 

 

  
 متقاربة. 

     حيث: 
 

 
 

 

 
 

6)    ∑
 

       
 
    

   نضع 
 

       
                                               لك   

                                          

                                

       
 

 

 
   

                                        

       
          

∑لدينا السلسلة    
 متباعدة       

∑   متباعدة     

       
 
          

7) ∑
     

  
 
      𝕌  

     

   

  D’Alembertبتطبيق قاعدة 

|
𝕌   

𝕌 
|  |

           

        
 

  

     
| 

  

=|
               

                  
|=

   

      
=3(

 

   
)
 

 

3(
   

 
)
  

  *   
 

 
  +

  
                                      = 
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[
𝕌   

𝕌 
]     

   
 [   

 

 
  ]

  

      
 

 
   

∑  متباعدة        

  
 
     

8)    ∑
 

      
 
      𝕌  

 

      
 

 كوشي نجد :    بتطبيق اختبار

|𝕌 |
 

  |
 

      
|

 

 
 

 

        
 
 

   

     
 

    
    

|𝕌 |
 
     

 

     
 

 

  
    

    

 

 

     ∑
 

      
 
 متقاربة    
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I. الدوال : 

.   )لرال( م   جزء  حيث            نحو   معر  م    الدالة هي كل تطبيقتعريف دالة :  .1

 .   لرال تعريف الدالة  نسمي 

 مثال : 

  ]    [    
                     √  

  ]    [  ]    [    

                                    
 

 
 

 كمايلي :    نحو  دالتين معرفتين م     و   لتك   : عمليات على الدوال .0

                              

                                       

 يعطى كما يلي :   و    جمع الدالتين

        

                        

 أما جداء الدالتين : 

        

                        

 : ضرب عدد حقيقي في دالة
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 : الدوال المحدودة  .8

 كمايلي :     نحو  دالة معرفة م    لتك  تعريف : 

      
          

 أن :  نقول حينئذ

   دالة ثابتة                     

   لزدودة م  الأعلى                    

   سفللزدودة م  الأ                    

    لزدودة            |    |    

و م  الأسفل   هي دوال لزدودة م  الأعلى ب              و              مثال : الدوال 

 .    ب

            و              

 : الدنحتٌ البياني للدوال الدثلثية (1.3الشكل رقم )

 
 :  الدوال المتزايدة و المتناقصة )الرتابة( .9

 كمايلي :     نحو  دالة معرفة م    لتك  تعريف : 
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 أن :  نقول حينئذ

   متزايدة                         

   تماما متزايدة                         

   ناقصةمت                         

   متناقصة تماما                         

رتيبة )رتيبة تماما ( اذا كانت اما متزايدة او متناقصة على لرال تعريفها ) متزايدة تماما أو متناقصة   نقول أن 

 تماما(.

II. النهايات : 

 : النهاية عند نقطة .2

تقبل   أن الدالة  ، نقول   نقطة م       ،            نحو  دالة معرفة م    تعريف : لتك  

 اذا وفقط اذا كان :    عند     نهاية 

                 ]         [       ]       [ 
  أو

               |    |    |      |    
         :  ونكتب

    

 

 كما يلي :    على القانون أعلاأما هندسيا فيعبر 
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    عند نهاية الدالة(: 0.3الشكل رقم )

 

  :  مثال

    
    

          √  

        
    

   √  √  
    

 

]    [   نهاية دالة معرفة على مجال من الشكل .0  ]    [  : 

 اذا كان :   عند    تؤول الى   أن نقول 

               |    |           
          ونكتب : 

    

. 

 اذا كان :   عند    تؤول الى   أن نقول 

               |    |            
          ونكتب : 

    

. 

 : ∞ نهاية دالة عند .3

]     [  لتك   :تعريف   اذا كان :   عند   تقبل نهاية   ، نقول    

                   |      |    
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         ونكتب : 
    

 . 

 :  اذا كان   عند   تقبل نهاية   ونقول 

                    |      |    
         ونكتب : 

    
 . 

        :  2 مثال

   
    

        
    

   {
  زوجي    
  فردي   

 

      : 2مثال 
 

  
 

   
   

        
   

 

  
   

 النهاية من اليمين و اليسار :  .4

  نكتب :     على يمين    نهاية   تقبل عندما 

         
 

 
   

 

  نكتب :    على يسار   نهاية   تقبل عندما 

         
 

 
   

 

  مثال :

      √     ]    [     √   
 

 
  

 

      | |     ]    [  ]    [  
    | |  
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 . فان هذ  النهاية وحيدة  تقبل نهاية   اذا كانت ملاحظة : 

         : اذا كانت  عمليات على النهايات .5
    

          و  
    

 :  فان 

               
    

   

        
              

        
           

        
(
 

 
)     

 

  
       

                
        

            
III. نقطةالاستمرارية عند:  

I. ذا كان :ا     مستمرة عند   نقول أن            نحو  دالة معرفة م    : لتك   تعريف 

               |    |    |          |    
 ونكتب : 

       
    

           

 ويعبر ع  الاستمرارية هندسيا كما في الدنحتٌ أدنا   :

   (: شكل الدالة الدستمرة عند3.3الشكل رقم )

 

 
 :    وهذ  منحنيات بعض الدوال غير الدستمرة عند 
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   الدستمرة عند دوال غير(: شكل بعض ال4.3)الشكل رقم 

 
  اذا كانت مستمرة عند كل نقطة م    مستمرة على لرال تعريفها   نقول أن  . 

  أي اذا كان :     اذا كانت مستمرة م  اليمين و م  اليسار عند   مستمرة عند   نقول أن 

        
 

 
   

        
 

 
   

       

 : الدوال التالية مستمرة على لرال تعريفها مثال 

1)      √     ]    [ 
2)              
3)                   

II.  المستمرة:عمليات على الدوال  

 حينئذ فان :     ومستمرتين عند نفس النقطة    نحو  دالتين معرفتين م    و   كانت اذا  

       مستمرة عند           . 

     مستمرة عند     . 

     مستمرة عند     . 

IV. المتوسطة:نظرية القيم  

[   ]    دالة معرفة كما يلي    لتك  تعريف :   [   ]دالة مستمرة على المجال   ، اذا كانت    

 :  فانه

        [         ]     [   ]        
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 :نظرية القيم الدتوسطة (5.3الشكل )

 
 : دالة متناقصة نقول أن   : في حال ملاحظة

        [         ]     [   ]        
 

 على لرال تعريفها : دالة مستمرة  لتك  :  حالة خاصة 

    [   ]    
 اذا كان : 

               [   ]          

: هندسيا يعبر ع  هذ  الخاصية كما يلي  

وسطة: حالة خاصة م  نظرية القيم الدت(6.3الشكل )  

 
            مثال : 

 .        و         حيث  [    ]و مستمرة على  دالة معرفة   
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 :اذن 

                              [    ]          
 : علما أنه    و مستمرة أيضا على،           نحو   معرفة م    اذا كانت ملاحظة : 

{
              

              
}أو  

              

              
 

 

             فانه 

              مثال :

                و                ،   على  معرفة و مستمرة   

               حسب نظرية القيم الدتوسطة فانه
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I.:الاشتقاق عند نقطة 

إذا       تقبل الاشتقاق عند  أن  نقول ،      :     Rنحو  Iدالة معرفة م    : لتك  1 تعريف

          كان الدقدار 

    
   عند   العدد الدشتق ل  . نسمي    يؤول الى    لدا    يقبل نهاية   

 ونكتب : 

   
    

          

    
          

 أو نكتب : 

   
   

            

 
          

  √     مثال : 

   
   

√  √ 

   
    

   

   

      √    
    

   

 

 √    
 

 

 
 

 شتق م  اليسار ونكتب : اذا كان الدشتق م  اليمين يساوي الد   تقبل الاشتقاق عند  أن  نقول :  2تعريف 

   
 

 
   

          

    
    

 
 
   

          

    
   

حيث       قابلة للاشتقاق عند كل نقطة  اذا كانت   م     تقبل الاشتقاق على المجال  :  3تعريف 

  : و نكتب  هي الدالة الدشتقة للدالة       

      
  

  
 

        مثال : 

 :       عند  قابلة للاشتقاق   
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 فان :   نحو   رفة م  دالة مع      ملاحظة : اذا كان 

  فهي مستمرة عند  كل دالة قابلة للاشتقاق عند    . 

  و العكس غير صحيح .   فهي مستمرة عند  كل دالة قابلة للاشتقاق على ، 

 :  مثال

        

         ستمرار على قابلة للا      على  قابلة للاشتقاق  

    

   
   . 

      | |  لندرس الاشتقاق و الاستمرار عند    . 

     ,
         
         

 

 : الاستمرارية 

   
 

 
   

        
 

 
   

            

 .      ندستمرار عقابلة للا  

 الاشتقاق : 

   
 

 
  

         

   
    

 
 
  

  

 
    

   
 

 
  

         

   
    

 
 
  

 

 
   

 .     عند  قابلة للاشتقاقغير   
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 منحتٌ القيمة الدطلقة ( : 2.4)لشكل ا

 

II. نحو  دالتين معرفتين م    و   كانت اذا  :  عمليات على المشتقات    : 

                      . 

                                
                                  

 (
 

 
)
 
    

                     

     
    

                          

           
 

          
 . 

III.  فان :   نحو   م  دالة معرفة   اذا كانت :مشتقات بعض الدوال 

                                       . 

                                        
                                 :                                           مثال

                                      . 

                        . 

 : مثال 

                                 . 
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     √               
 

 
   

 
 
  

 
 

 
   

  
  

 

 √ 
 

  √       
     

  √    
 

  :مثال 

     √             
 

 √      
 

 

√      
 

 

  حيث       شكل هي م  ال     √ملاحظة: الدالة 
 

 
 

  (√    )
 
 (    

 

 )
 

 
 

 
    

 

 
         

     

     
 
 
 

 

         (    )                          

 مثال : 

                           

        (√      )         
 

√      
        

         (    )                         
 : مثال 

                         

        (√      )        
 

√      
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 سلسلة الاستمرارية والاشتقاق:

 :Rمعرفة على  f: التمرين الأول

     {
    √     

 
             

                                    

 

  عينن قيمةα  حتى تكونf  مستمرة عند    

 كما يلي:  Rمعرفة على  f: التمرين الثاني

     {
| |√       

   
          

                              

 

  أدرس قابلية الاشتقاق لــــــــf  علىR 

  [   ]    :حيث م  أجل كل [   ]معرفة ومستمرة على  f: التمرين الثالث

 [   ]      :              فإن

 :بين أنه       [   ]        

 كما يلي:  Rمعرفة على  f: التمرين الرابع

       √     

      :تحقق أن                            √                   

       :استنتج أن                                    
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 : أحسب مشتقة الدوال الأولى الآتية:التمرين الخامس

     √     ;      (
    

   
)
 

 

      √     ;                

      
    

    ;                  

                ;     
         

   
 

 : التمرين السادس

                لتك  :               
  

  و       أحسب      

  :تحقق أن                              

  استنتج دالة أصلية لـــــf  علىR 
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 الاشتقاق:حلول تمارين 

  :الأولالتمرين 

     {
    √     

 
             

                                    

 

    رة عندمستم          
   

               

   
   

     
    √     

 
    

   
    

       √    
 

       √       

    
   

    
  

       √       
      

  :الثانيالتمرين 

     {
| |√       

   
          

                              

 

  دون استعمال رمز القيمة الدطلقة      بةكتا

     {
| |√      

   
          

                              

      {
| ||   |
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 دون استعمال رمز القيمة الدطلقة      بةكتا ( :2.4الجدول رقم )

 1  0    

          | | 

    -    -    -    |   | 

  -           

 

      {

          ]   [  

           ]    [  ]    [
                       

                        

 

 

    ة للاشتقاق عندقابل          
 

 
  

         

   
    

 
 
  

         

   
  

   
 

 
  

         

   
    

 
 
  

 

 
    

   
 

 
  

         

   
    

 
 
  

  

 
   

 .    عند  غير قابلة للاشتقاق       

   بلة للاشتقاق عندقا          
 

 
  

         

   
    

 
 
  

         

   
  

 

   
 

 
  

         

   
    

 
 
  

  

 
    

   
 

 
  

         

   
    

 
 
  

 

 
   

    عند  غير قابلة للاشتقاق     
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  [   ]  حيث م  أجل كل:   [   ]معرفة ومستمرة على  f اذا كانت: ين الثالثالتمر 

 أي : [   ]     فإن:               

  [   ]       [   ] 

             : نضع

                       

                           

 أنه:نلاحظ 

   [   ]             

 الدتوسطة:فحسب نظرية القيم 

   [   ]                         

 :  التمرين الرابع

       √     

                
 

√    
 

√      

√    
  

 √           √       

 √           √       
 

√     
             √     

 

√     
   

 
                    

√    
 

  √    

√    
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 التمري  الخامس:

1)      √           
 

√    
 

2)      (
    

   
)
 
         (

    

   
)

             

      
  

      

      
 

3)       √           
 

√    
 √     

4)                      
       

       
 

5)       
    

          
              

      
 

    

    

6)                                     
7)                      

 

 
            

8)      
         

   
       

 

    
                 

    
 

            

   
 

 : التمرين السادس

                  

                                         

                                         

                                                
 (2                

  ∫        ∫                    ∫       ∫         ∫         

 ∫                         
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I. الدالة الأصلية: 

 fهي دالة أصلية للدالة  Fنقول أن الدالة        Rنحو  Iدالة معرفة على المجال fتعريف: لتك  

∫ونكتب      حيث : Iقابلة للاشتقاق على  Fإذا كانت  Iعلى المجال                 

      : مثال
 

 
                   

 Rعلى          هي دوال أصلية للدالة             

 فإن: Rنحو  Rم   Iمستمرة على المجال  fنظرية: إذا كانت 

   إذا كانتf  مستمرة على المجالI  فإنf )تقبل على الأقل دالة أصلية واحدة )واحدة أو أكثر 

  إذا كانتF  دالة أصلية لــــــf  علىI وعة الدوال الأصلية لـــــ فإن لرمf  علىI  :هي م  الشكل

    حيث:         

  فإنه يوجد دالة أصلية وحيدة             إذا كانتF  لـــــf  علىI  تحقق الشرط

         
II. دوال أصلية شهيرة : 

 إذا كان: Rنحو  Iدالة معرفة  fلتك  

                                     

               
    

   
            {  } 

                      مثال:
  

 
                                     

      √     
 
       

 
 
 
  

 
 
  

   
 

 
 
 
            ]    [ 

       
 

 √ 
      √               ]    [         
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                                         
                               
                              
                              

      
 

     
                       + 

 

 
    

 

 
   * 

      
 

     
                     ]         [ 

      
 

√    
                  ]    [    

      
 

    
                       

      
 

     
      

 

 
      

 

 
        

 تعطى كما يلي: Fفإن الدالة الأصلية    مرفقة مع مشتقتها  fفي الحالة العامة إذا كانت الدالة 

 ∫       
    
   

   
               {  }      

 مثال:

                            ∫           
        

 
   

                      ∫           
        

 
               

  ∫   

  
   ∫           

 

         
                 {   } 

      مثال:

          
  

       
 ∫         

 

        
   

     
  

 
 

       
 ∫       ∫        

 

 
∫

    

       
   

 
 

 
* 

 

        
+   

 

 
 

 

       
                   

 ∫               (    )    
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 مثال:                     

                       

 ∫       ∫                 
 

 
∫                  

  
 

 
                           

 ∫                        

 :مثال

                 ∫              
 

 
∫               

 
 

 
                                   

     ∫
     

√    
   ∫      

 

      
 

     √        

 :         مثال 

          
 

√    
 ∫

 

√    
    ∫

 

√    
      √       

               √        

 ∫           (    )       (    )    

 :مثال

      
 

√    
    √          

          

                            ∫
 

√    
    √           √         

 ∫                             

 :مثال
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             ∫          ∫                  

 ∫
  

        
             

          :مثال

                      
  

        
 ∫

  

        
         

 ∫
     

√       
               

 مثال: 

          
       

√          
∫

       

√          
                   

 ∫
     

       
               

 مثال:                   

         
 

    
 ∫

 

    
              

III. التكامل المحدود: 

نرمز لدساحة الحيز المحصور بين  Rنحو  Rم   [   ]  دالة معرفة ومستمرة على المجال  f: لتك  تعريف 

∫كما يلي:       و        وبين     و                      
 

 
  F(x)حيث 

 [   ]  على المجال  f(x)هي دالة أصلية لـــــــ 

 أعداد حقيقية فإن: βو  R ،αنحو  [   ]  عرفتين و مستمرتين م  دالتين م gو  f: لتك  1خاصية 

∫ [           ]    ∫         ∫      
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 : ولزور الفواصل حيث fومنحتٌ  x=4و  x=3: أحسب مساحة الحيز المحصور م  مثال

               

∫        
 

 

∫             ∫       ∫     ∫   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         *
  

 
+
 

 

  *
  

 
+
 

 

 [ ] 
  

          [     ]  [    ]  [   ]              

                       

 فإنه:           حيث  Rنحو  [   ]  دالتان معرفتان ومستمرتان على  gو  f: إذا كانت 2خاصية 

∫        ∫       
 

 

 

 

 

 : علاقة شال3خاصية 

 فإنه: [   ]  و  Rنحو  [   ]  دالة معرفة ومستمرة على المجال  fإذا كانت 

∫        ∫       
 

 

 

 

 ∫       
 

 

 

IV. التكامل بالتجزئة: 

 ، فإنه:Rنحو  Rم   [   ]  دالتان معرفتان م   gو  fتعريف: لتك  

∫              [   ] 
  ∫             
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 البرهان:

                 
 ∫          [   ] 

  

 
 ………(1) 

  ………(2)   ∫          ∫         ∫       
 

 

 

 

 

 
     

 نجد : (2)( و 2م  ) 

∫         ∫        [   ] 
 

 

 

 

 

 

 ∫         [   ] 
  ∫       

 

 

 

 

 

∫بواسطة التكامل بالتجزئة أحسب:  مثال:         
 

 
 

 

 

∫        [   ]
 
 
 

  ∫       
 

 
 
 

 

 
 
 

 

                           :نضع

                   

              

∫          [      ]  ∫      [      ]
 
 
 

 
  [       ]
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V. التكامل بتبديل المتغير: 

نحو    [         ]     دالة معرفة م   fو  Rنحو  [   ]  تطبيق معر  م   g: ليك  تعريف

R  :ومستمرة على هذا المجال   [         ]    

                 ∫        ∫  (    )        
 

 

    

    
 

 أحسب التكامل الآتي:   :مثال 

∫  √       
 

 

 

     √   نضع:                          
 

 √ 
   

     √           

 ∫  √        ∫             ∫                
√ 

 

√ 

 

 

 

 

    ∫            ∫         
√ 

 

√ 

 
 

                          *
        

   
+
 

√ 

 *
        

   
+
 

√ 
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 :سلسلة الدوال الأصلية

        لتك : : التمرين الأول 
 

 
 

 

  
   

 .  F(1)=2تحقق والتي  ]   [على المجال  fلــــــ  Fعين الدالة الأصلية الوحيدة  -

     لتك  التمرين الثاني: 
     

       
 ]    [معرفة على المجال  

]    [   بحيث  b ،aعين العددي  الحقيقين  -       
 

      
 

 

      
 

 ]    [ على fاستنتج الدوال الأصلية لـــــ   -

 ة:عين الدوال الأصلية للدوال التالي: التمرين الثالث

1)                       
2)                                   
3)                                         

4)       
           

   
                       

 أحسب ما يلي: : التمرين الرابع

1) ∫           
 

  
    

2) ∫        
 

 
            

3)  ∫  

 
  

 

 
                  

4) ∫  

 √ 
  

 

 
               

5) ∫   

  

 

 
                      

6) ∫          
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 أحسب: :التمرين الخامس

  ∫ |    |  
 

  

 

 :مناسب أحسبباستعمال متغير : التمرين السادس

1) ∫                  

2)  ∫     

     
                                

3)  ∫    

 
                                   

4)  ∫  

    
                                 

5)      
                                    

6)  ∫   

 √   
                                

 بالتجزئة أحسب:تكامل باستعمال ال التمرين السابع:

1) ∫                 
2) ∫             
3)  ∫           
4)  ∫                
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 حلول تمارين الدوال الأصلية:

 : التمرين الأول

        
 

 
 

 

  
   

         { }    ∫         ∫   
 

 
 

 

  
        

       ∫     ∫
 

 
   ∫

 

  
   ∫     

  
   

 
     

 

 
                     

                                         

 :التمرين الثاني 

     
     

       
 

    ]    [ 

   ]    [          
 

      
 

 

      
  2-                                                                  

      
                             

       
 

 
                              

       
 

}               بالدطابقة نجد:                               

           
         

     
 

 

 

]    [                         إذن:                    
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0-                                   ∫        ∫
 

       
 

 

       
   

  
 

 
∫

 

      
   

 

 
∫

 

      
   

       
 

 
*

 

      
+  

 

 
*

 

      
+    

 : التمرين الثالث 

1) ∫         ∫      ∫      ∫      ∫       ∫     

      
 

 
   

 

 
   

 

 
  

 

 
        

2) ∫        ∫                ∫       ∫      ∫                 

                                                                 
 

 
                          

3) ∫            ∫      ∫    ∫                                 

 
 

 
   

 

 
                            

4) ∫
           

   
   ∫      

 

 
∫   

 

 
∫

 

 
   

 

 
∫

 

  
               

 
  

 
 

 

 
  

 

 
      

 

 
 
 

 
         

 :التمرين الرابع

1) ∫              ∫      ∫    [  ]  
  [ ]  

  

  

 

  

 

  
               

                                                                                

2) ∫         
 

 
∫          

 

 
[     ] 

  
 

 
[     ]

 

 

 

 
                     

  
 

 
*
    

 
+ 

3) ∫
 

 
   [   ] 

         
 

 
                                                         

4) ∫
 

 √ 
   [√ ]

 

 
 √  √ 
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5) ∫
  

  
  *

 

   
+
 

 
 

 

 
 

 

  

 

 
 

6)  ∫           
 

 
∫             

 

 
[     ]  

  

  

 

  
 

                              
 

 
 

 

 
 

 التمرين الخامس:  

  ∫ |    |
 

  

   ∫ |           |  
 

  

 

                0            2                                      

                      +   -     

                      + +         

                      +   + |          | 

 

 ∫ |    |   ∫          ∫           ∫         
 

 

 

  

  

  

 

  

 

 ∫ |    |   *
  

 
  +

  

  

 *
  

 
  +

  

 

 *
  

 
  +

 

  

  

      

  :التمرين السادس  

1) ∫                  ∫         

  : بوضع

              ∫         ∫     
  

 
   

 ∫         
      

 
  . 
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2)  ∫     

     
                       

 : بوضع

                    ∫
     

     
    ∫

  

  
 

 

   
   

  ∫
    

     
   

 

      
   

 

3)  ∫    

 
                              

 : بوضع

         
  

 
     ∫    

 
   ∫    

  

 
   

    

 
   

 

4)  ∫  

    
                                

 :  بوضع 

               ∫
 

    
   

 

 
∫

 

    
   

 

 
∫

  

 

 
 

 
  | |    

 

 
  |    |    

5)  ∫    
                                  

 : بوضع 

             ∫     

   
 

 
∫      

   
 

 
∫      

 

 
     

   

 
  

 
   

6) ∫   

 √   
 

 بوضع : 
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 ∫

  

 √   
 ∫

  

√ 
  √     √      

 :  التمرين السابع

1) ∫           
  :  نضع

         
 

 
        

          
  

 
 

∫         
  

 
    

 

 
∫

  

 
   

  

 
    

 

  
     

2) ∫             
 : نضع 

          

              
      

 
 

∫           
      

 
  ∫

      

 
   

      

 
  

      

  
   

 

3)  ∫           

 :نضع 

                 
             

∫                    ∫                      ∫     

                     

4) ∫            



 الفصل الخامس : التكامل 

76 
 

 نضع:

              
 

 
            

          

∫                     ∫            

            نية الدالة : نكامل بالتجزئة للمرة الثا

  نضع:

               
 

 
            

          

 ∫                     ∫           

∫                     ∫            

∫                                ∫           

  ∫                               
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I.بحيث   الوحيدة القابلة للاشتقاق على       الدالة الأسية على أنها الدالة تعر :  تعريف  : 

{
          

      
 

 .         :  نرمز للدالة الاسية كما يلي

 فانه :          بحيث   قاق علىقابلة للاشتدالة        لتك :  1 نظرية 

                  

 .   لا تنعدم على         أي أن الدالة الاسية

 ولتك        و            :  بحيث   على دوال قابلة للاشتقاق       و       لتك  :البرهان 

          :       . 

                                  
                                                         f=    

        

 لدينا أيضا: 

               
II.خصائص الدالة الأسية : 

1)                   . 

2)              
  

  
  

3)           

4)              
 

  
     

5)                

        :   بسط العبارتين التاليتين: مثال 

   
                     و 
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IV.: دراسة تغيرات الدالة الأسية و بعض الخصائص التحليلية 

 .  تكون معرفة على لرموعة الاعداد الحقيقية         الدالة الاسية : مجموعة التعريف  .1

   النهايات :  .2
    

     ;    
    

       . 

                مشتقة : ال .3

 كما يلي :         جدول التغيرات : يعطى جدول تغيرات الدالة  .4

 : جدول تغيرات الدالة الاسية(1.6الجدول رقم )

 
 يعطى منحتٌ الدالة الاسية كما يلي :          منحنى الدالة .5

 (: منحنى الدالة الاسية1.6الشكل رقم )

 
 

 

  يرة :نهايات أسية شه .6

    
    

  

 
       

    

 

  
  . 



 الفصل السادس : الدالة الأسية  

79 
 

    
    

      . 

    
   

    

 
    

    
    

 

  
    

    
    

    

    
    

 

  معرفة كايلي :   لتك  الدالة  تمري :

            
 .  أحسب مشتقة  (2

 زوجية .  بين ان  (0

     : بين أن  (3
 

√ 
√

    

    
 . 

   استنتج (4
    

    ;    
    

       . 

 .  و أرسم الدنحتٌ الدمثل لذا    أدرس تغيرات (5

 الحل : 

1)                  
           

            
 

 .             زوجية     (2

 

                        
       

 زوجية .   اذن

3)                 
 √   √    

    
 √   √       

 √       
 

√
   

     
 

 

√ 
√
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4)    
    

        
    

 

√ 
√

   

     
 √    

   
    

       

 زوجية فان :   وبما أن        بوضع 

   
    

        
    

          
    

        

5)                        
                

 

√ 
     

 

√ 
 

  الدنحتٌ:جدول التغيرات و  (6

            (: جدول تغيرات الدالة 2.6)الجدول رقم 

 
            (: منحنى الدالة 2.6الشكل رقم )

 
V. : المشتقة من الشكل           

 :  الدشتقة الأولى تعطى كما يليفان             دالة م  الشكل   كانتاذا :  تعريف

                  
 مثال : 
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                            
         

                
       

       √          (√   )
 
  √    

 

 √   
 √    

                                     
                                                         

VI. الأسيةالدالة الأصلية للدالة  : 

الدالة الأصلية      نسمي ،          حيث  دالة معرفة على لرموعة الأعداد الحقيقية   لتك  :  تعريف

 حيث :  للدالة 

∫                            

 : فان               م  الشكل   كانت اذا 

∫        ∫                                 

 :  مثال

        ∫       ∫                           

           ∫       ∫                                     

     
 

√    
 √     ∫        √                    
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 تمارين حول الدالة الأسية 

 : الدعادلات التالية  : حل في  التمرين الأول

1)        
2)             
3)              
4)             
5)          
6)            

 : التالية لجملا  حل في :  التمرين الثاني

   ,
       
       

          ;         {
      

        
 

 

 :: أحسب النهايات التالية  التمرين الثالث

1)      
    

       

2)      
    

        

3)     
 

    

    

 

4)     
 

    
   

 

5)     
    

      

6)     
    

  

    
 

 : أحسب مشتقة الدوال التالية : التمرين الرابع

1)       √     
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2)              

3)      
    

    
 

4)      √     

5)               

6)                  

 دالة معرفة كما يلي :   : لتك  الدالة التمرين الخامس

     
  

    
 

        أحسب   (2
    

  

     : بين أن  (0
 

        ثم أحسب      
    

   

 دالة معرفة كما يلي :   لتك  الدالة:  التمرين السادس

     
 

     
 

     : بين أن  (2
   

     

         بحيث  للدالة    استنتج دالة أصلية (0

 : أحسب التكامل التالي :  التمرين السابع

1) ∫      

 
          

2) ∫      

  

 

 
   

3) ∫  

    
  

 

 
 

4) ∫      

 
   

 : بواسطة التكامل بالتجزئة أحسب ما يلي : التمرين الثامن

1) ∫          
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2) ∫         
 

 
 

 حلول تمارين الدالة الأسية

 :  التمرين الأول

1)                  
2)                                  

                          
  

 
                        

3)                               
 

 
        

4)             

 : نجد      بوضع 

                               

              

5)                    
6)                                  

  :الثانيالتمرين 

   ,
       
       

 

 نجد :     و      بوضع 

   ,
       
       

    ,
     
     

   {
     

         
 

           

 ,
    
    

 {
        
   

 

   {
      

        
    {

      
      

    {
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    {
       

          
                             

 :  التمرين الثالث

1)      
    

            

    
      

    
    

2)      
    

                

3)     
 

    

    

 
 

   
   

4)     
 

    
   

    
 

    
   

 
 
  

       

    
   

 
 
  

 

5)     
    

         

6)     
    

  

    
     

    

      

    
     

    

  

    
     

 :  التمرين الرابع

1)       √            
 

√    
 √     

2)                                    

3)      
    

    
       

                   

       
 

    

       
 

4)      √           
    

 √    
 

5)                                    

6)         (     )                  (     ) 
 :  التمرين الخامس

     
  

    
 

1)     
    

  

    
     

    

      

    
     

    

  

    
     

2)      
  

    
 

  

  (
 

     ) 
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3)     
    

(
 

     )    

 :  تمرين السادسال

     
 

     
 

1)      
 

 

  
  

 
   

    
 

2) ∫        ∫
   

    
    [         ]         

3)         [        ]             

 التمري  الثام  : 

1) ∫      

 
          

 

 
∫         ∫       ∫   

 

 

 

 

 

 
 

∫     
 

 

          
 

 
[   ] 

   [  ] 
   [ ] 

      

 
  

 
     

 

 
    

2) ∫
     

  

 

 
   ∫               *

        

 
+
 

 
 

 
 

∫
     

  

 

 

    
        

 
 

 

 
 

3) ∫
 

      

 

 
   ∫

       

    

 

 
   ∫    ∫

  

    
  

 

 

 

 
 

            [ ] 
  [        ] 

                   

4) ∫      

 
   

 

 
∫         

 

 

 

 
[   

]
 

 
 

 

 
[     ] 

 :الثامنالتمرين 

1) ∫          
 

  
 

 بوضع : 
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∫         ∫    ∫          
 

  

 [       ]  
  ∫     

 

  

 

 [     ]  [     ]    
2) ∫         

 

 
 

 :بوضع 

             

                       

∫         
 

 

 [         ] 
  ∫                

 

 

 

∫نكامل مرة أخرى بالتجزئة          
 

 
 : لنجد 

             

                       

∫         
 

 

 [          ] 
  ∫   

 

 

               

 نجد:    في     بتعويض 

∫         
 

 

 [         ] 
  [         ] 

  ∫   
 

 

         

  ∫         
 

 

 [         ] 
  [         ] 

  

 ∫         
 

 

 
[        ] 

  [        ] 
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I. ى الذي         العدد الحقيقي    ل عدد حقيقي موجب ، نسمي اللوغاريتم الطبيعي   ليك :  تعريف

  و نكتب :   أسيته
   ]    [    
              

 .                        :حيث 

  : نكتب و     حيث   و   م  أجل كل عدد حقيقينظرية: 

              

 :  نكتب     و     و م  أجل كل عدد حقيقي 

             

 : اذا كان                                                     

  كان   اذا:                           ]   ∞[            

            الدعادلة التالية : ℝ حل فيمثال : 

   ] 
 

 
   [                       

    

 
 

II.  : خصائص جبرية للدالة اللوغاريتمية 

         ℝ
  

 ℝ
  

                     . 

                                             مثال : 

         ℝ
  

 ℝ
  

   (
 

 
)              . 

)  مثال : 
 

  )               (
 

  )                        

     ℝ
  

             

     ℝ
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     ℝ
  

   √  
 

 
      

     ℝ
  

         ∑ ∑       
 
  

III. دراسة تغيرات الدالة             

 .]    [   :  يلي افان لرموعة التعريف تعطى كم            اذا كانت :  مجموعة التعريف .2

            :ونكتب 

   ]    [    
              

 يات : النها .2

   
   

             
    

           

 : المشتقة  .3

    ]    [       
 

 
       ]    [          

 كما يلي    ة: يعطى جدول تغيرات الدالة اللوغاريتمي جدول التغيرات .4

            جدول تغيرات الدالة  (:1.7الجدول رقم )
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 ة: يعطى جدول تغيرات الدالة اللوغاريتمي يةمنحنى الدالة اللوغاريتم .3

            منحتٌ الدالة  (:1.7) الشكل رقم

 

IV.  نهايات لوغاريتمية شهيرة: 

    
   

        
   

         

    
    

      

 
  . 

    
 
 
  

         

    
    

      

√ 
   

    
   

        

 
   

    
   

      

   
   

}      : اذا كان:مثال 
          

 

 
  

        
 

 
  

 

 ن بين أ     
      

 

 
 

 

 

    ثم أحسب 
    

      ،   
    

    . 

 : الحل 
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  لدينا :   
   

        

 
  بوضع ،     

 

 
              

    
    

  (  
 
 )

 
 

    
   

       

 
   

                          
    

              
    

 
   

    
    

     . 

V. من الشكل : مشتقة الدالة اللوغاريتمية             

 : اذا كان  دالة موجبة و قابلة للاشتقاق على المجال   و    لة معرفة على المجالدا  : لتكن تعريف 

        (    )        
     

    
 

 : مثال 

       (
   

   
)                        

       
 

   
 

 

   
 

VI.الدالة الاصلية للدالة       
     

    
 

 فانه :  م    دالتان معرفتان على المجال    و  كانت : اذا   تعريف

∫
     

    
     |    |                

 : مثال 

      
 

 
 ∫

 

 
     | |   . 

      
 

   
 ∫

 

   
     |   |   . 

      
    

      
 ∫

    

      
     |      |    
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 دالة اللوغاريتمية تمارين حول ال

   أوجد لرموعة التعريف ثم حل الدعادلات التالية  : التمرين الأول
1)                     

2)           
 

 
 

3)                 
4)            

5) √          

 : أحسب نهايات الدوال التالية : التمرين الثاني

1)    
   

         

2)    
   

   

   
 

3)    
    

      
 

 
  

4)    
    

  
    

 
 

5)    
   

         

 : أحسب مشتقات الدوال التالية :  التمرين الثالث

1)              

2)      
   

 
 

3)      √         

4)        √        

5)                  

 تكاملات التالية : أحسب ال التمرين الرابع

1)      
       

 
 

2)      
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3)      
   

       
 

4)      
 

    
 

5)           
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 حلول تمارين الدالة اللوغاريتمية

  :الأولالتمرين 

1)                     

  ]    [                       (
   

   
)      

 
   

   
                  

2)           
 

 
 

  ]     [       
 

 
        

3)                 

  ]    [                                    

  مستحيل                      

 .               حلول للمعادلة  دلا يوج

4)            

  ]    [                
 

 
        

 
 
     

5) √          

  ]    [ √                           

        
 

 

 :  التمرين الثاني

1)    
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2)    
   

   

   
    

   

          

   
   

3)    
    

   (  
 

 
) 

   بوضع 
 

 
                نجد   

    
   

        

 
    

   

                

   
 

 

   
   

4)    
    

  
    

 
    

    
  (

 

 
  )      

5)    
   

            

 التمرين الثالث :

1)                            

2)      
   

 
       

 

 
 

 

 
 

 

  
    

       

  
 

3)      √               
 

      √        
 

4)        √              
(√      )

 

√      
 

  

      
 

5)                                     
  

    
 

         (         
  

    
) 

 التمرين الرابع : 

1) ∫      
       

 
   ∫       ∫   ∫

 

 
   

 
  

 
            

2) ∫      
 

    
   

 

 
∫

 

    
   

 

 
  |    |    

3) ∫      
   

       
   

 

 
∫      

    

       
   

 

 
              

4) ∫      
 

    
   ∫

 

 

     
 

 

 

     
   

 

 
  |   |  

 

 
  |   |    

5) ∫             



 الفصل السابع : الدالة اللوغاريتمية 

96 
 

 بواسطة التكامل بالتجزئة نضع :

         
 

 
    

       
  

 
 

∫             
  

 
    

 

 
∫     

  

 
    

 

 
                    

 التمرين السادس : 

1) ∫                  ∫                ∫         
         نضع 

              ∫         ∫     
   

  
   

 ∫                  
       

  
   

2) ∫        

        
   

          نضع 

                      

∫
       

        
   ∫

   

  
 

 

   
   

 

         
   

3) ∫    

 
   

         نضع 

           
 

 
   

∫
   

 
   ∫    

  

 
   

4) ∫  

    
   

       نضع 
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∫
 

    
   

 

 
∫

  

 
 

 

 
      

 

 
           

5) ∫     
   

        بوضع

     
         

   

∫    
   

 

 
∫    

  

 
   

    

 
   

6) ∫   

 √   
 

       بوضع

           
 

 
   

∫
  

 √   
 ∫

  

√ 
  √     √      

 :  التمرين السابع

1) ∫         

 :بوضع 

         
 

 
   

          
  

 
 

∫         
     

 
 

 

 
∫     

     

 
 

 

  
  +c 

2) ∫          

 بوضع : 
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∫           
      

 
 ∫

      

 
    

      

 
 

      

  
   

3) ∫           

 :بوضع 

               
             

∫                      ∫      

  بالتجزئة وتعويضه نجد      ملة الدقدار بمكا

∫           ∫            

∫                                
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